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Correction du Controéle Continu n° 1

Exercice 1 : On considére le probleme d’optimisation suivant :

maximiser 2z =4x1 + x2
sous 2x1 + 19 < 40
(PI) X1 S 30
1 + 3:172 Z 60
z1,%2 > 0

1. Apreés l'introduction de variables d’écart positives eq, es et es, le probléme se réécrit sous forme standard de

la maniere suivante :
maximiser 2z =4z + X9

sous 21 +x9 +e1 =40

(Ps) r1+ex =30
x1 + 3x9 —e3 = 60
x1,T2,€1,€2,e3 >0

2. La troisieme contrainte ne permet pas de choix évident d’une variable de base : le choix de e3 comme variable
de base conduirait & une contradiction (es serait négatif) et les variables 1 et x5 sont présentes dans les
autres contraintes. On doit donc utiliser la méthode des deux phases et on doit formuler un probleme artificiel
pour soit trouver une solution de base réalisable soit détecter 'impossibilité.

Apres l'introduction d’une variable artificielle w; et en intégrant 'objectif dans les contraintes, le probleme
artificiel associé & (Py) s’écrit sous la forme :

minimiser z4 = wi

sous 2x1 +x9 +e1 =40
1+ ey =30
T, + 3x9 —e3 +wyp = 60
41 +x9—2=0
T1,x2,€1,€2,€3, W1 Z 0

(Pa)

Phase I : Nous pouvons maintenant débuter I'application de l’algorithme du simplexe en phase I par la
méthode des tableaux avec pour variables de base initiales ey, e5 et wi. Le premier tableau est le suivant :

b, Vilwy xg e e es w, —z —za | b
el 2 1 1 0 0 0 0 0 40
e 1 0 0 1 0 O 0 0 30
wq 13 0 0 -1 1 0 0 60
—z 4 1 0 0 0 O 1 0
—2ZA 0o o0 0 0 O 1 0 1

On exprime 'objectif artificiel z5 en fonction des ”vraies” variables du probléeme en mettant a 0 le coefficient
de wy dans la ligne de —zp par 'opération Ls <— Ls — L3. On obtient le tableau :



v, Vilay za e ex es wy —z —za b
e1 2 1 1 0 0 0 0 0 40
e 1 0 0 1 0 O 0 0 30
w1 13 0 0 -1 1 0 0 60

—z 4 1 0 0 0 O 1 0 0
—ZA -1 -3 0 0 1 0 0 1 -60

Nous traitons un probleme de minimisation de za et la ligne de —za contient des coefficients strictement
négatifs. Nous allons pouvoir faire entrer une nouvelle variable dans la base. Celle-ci doit étre telle que le
coeflicient correspondant dans la ligne de —za soit le "plus négatif” possible. Il s’agit de zo que 'on fait
entrer £, dans la base. Pour déterminer la variable sortante, nous calculons les quotients des coefficients de
la colonne de b sur les coefficients de la colonne de z2 dans les lignes 1 & 3. On obtient :

— 40 pour eq,

— 00 pour esg,

— 20 pour ws.

On doit faire sortir de la base la variable correspondant au quotients le plus petit parmi les positifs, c’est-
a-dire wy. On doit ensuite utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour mettre un 1 dans la case repérée par
To et xo et des 0 dans le reste de la colonne de x1. On commence par diviser la troisieme ligne par 3 pour
mettre un 1 dans la case repérée par x5 et xo. On obtient :

Velaxy zo e es es w —2z —za b

v.b.
e1 2 1 1 0 0 0 0 0 40
e 1 0 0 1 0 0 0 0 30
T i1 0 0 -+ 4+ 0 0 |20
—z 4 1 0 O 0 0 1 0 0
—2ZA -1 -3 0 0 1 0 0 1 -60

En effectuant les opérations Ly < Ly — L3, Ly + Ly — L3 et L5 < L5 + 3L , on obtient :

Velaxy xo e e es wi —z —2a b
v.b.
5 1 1
el 3 0 1 0 E -3 0 0 20
es 1 0 0 1 0 0 0 0 30
1 1 1
o 3 1 0 0 -3 5 0 0 20
11 1 1
—ZA 0 0 0 0 0 1 0 1 0

Il ne reste plus de coefficient strictement négatif dans la ligne de —z4 et I’algorithme s’arréte. La valeur optimale
de l'objectif artificiel est 0 et on a déterminé un sommet de I’ensemble des solutions admissibles pour (Pg) :

X1 0
X9 20
€1 = 20
€9 10
€3 0

On peut maintenant supprimer les variables artificielles et 1’objectif artificiel pour passer a la phase II de
maximisation de z.

Phase II La phase II débute avec le tableau suivant :



wb. Vilaxy zo e e e3 —z b
e1 20 1 0 4§ 0120
e 1 0 0 1 0 0 |30
T2 : 1 0 0 —-% 020
-z 40 0o o § 1 ]-20

Nous traitons un probléme de maximisation de z et la ligne de —z contient des coeflicients positifs. Nous allons
pouvoir faire entrer une nouvelle variable dans la base. Celle-ci doit étre telle que le coefficient correspondant dans
la ligne de —z soit le ”plus positif” possible. Il s’agit de x1. Pour déterminer la variable sortante, nous calculons les
quotients des coeflicients de la colonne de b sur les coeflicients de la colonne de z; dans les lignes 1 & 3. On obtient :

— 12 pour ey,

— 30 pour eg,

— 60 pour x7.

On doit faire sortir de la base la variable correspondant au quotient le plus petit parmi les positifs. On choisit donc
de faire sortir e;. On doit ensuite utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour mettre un 1 dans la case repérée par
x1 et 1 puis des 0 dans le reste de la colonne de ey. On multiplie donc la premiere ligne par % pour obtenir :

vb. Villey zo er es e3 —z b
1 1 0 2 0 4§ 0|12
ea 1 0 0 1 0 0|30
Ta 1 0 0 -3 0 ]2
—z 40 0o o &+ 1 [-20

Les opérations Lo < Ly — Ly, Ly < L3 — %Ll et Ly < Ly — 13—1L1 donnent ensuite :

ob. Vel xy @ e1 es e3 —z b
) 1 0o 2 o0 §f 0|12
es o o -2 1 -1 o |18
T3 0 1 -t 0 -2 0 |16
—z o o X o0 -2 1 |-64

Il ne reste plus de coefficient strictement positif dans la ligne de —z (sauf dans la case repérée par —z et —z) et
lalgorithme s’arréte. On a déterminé une solution optimale du probleme (Py) :

2" =64
atteinte en (x7,23) = (12, 16).
Exercice 2 :

1. (a) Définition des variables : Pour i = 1,2, on note z; le nombre de selles \S; produites en un mois.

(b) Définition des contraintes :



i. Contrainte liée a la quantité de cuir disponible chaque mois :
2x1 + 19 < 40.
ii. Contrainte liée au nombre d’harcons de chaque modele disponibles chaque mois :
1 <30 et xo <30.
iii. Contrainte liée au temps de travail mensuel des ouvriers :
1 + 322 > 60.

iv. Contraintes de ”"bon sens” :
z1 €N et z5€N
que l'on relache en x1, 22 > 0.

(c) Définition de l’objectif : Le sellier souhaite maximiser sa marge mensuelle brute :
z =4z + o

exprimée en centaines d’euros.

(d) Formulation du probléme :

maximiser z = 4x1 + T2
sous 2x1 4+ x9 < 40
X1 S 30
(P) s < 30
1 + 31’2 Z 60
L1, X2 > 0

(e) On remarque que ce probléme est trés similaire au probléeme (Pr) de 'Exercice 1. Plus précisément, les
deux problémes ne différent que par la contrainte x5 < 30 présente dans (P) mais pas dans (Py).

2. La contrainte présente dans (P) mais pas dans (P1) n’est pas saturée par la solution optimale de (Py) :
(z%,2%) = (12,16) (16 < 30). On en déduit qu'une solution optimale de (P) est

z¥ =64

atteinte en (z7,23) = (12,16). Le sellier maximisera sa marge mensuelle brute en produisant 12 selles de
dressage et 16 selles d’obstacle par mois. Sa marge mensuelle brute sera alors de 6400<€.



