ion Géa E\

Dijon-AlXerre bt =

Chapitre 3: Algebre matricielle et systemes linéaires J
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Exemple introductif

Une entreprise fabrique trois produits P;, P, et P en utilisant trois matieres
premieres My, M, et M. Plus précisément, la production

» d'une unité de P; nécessite

2Kg de M, 1Kg de M,
» d'une unité de P, nécessite
8Kg de M, 4Kg de M,
» d'une unité de Pz nécessite
12Kg de M, 8Kg de M,
Arnaud Rousselle Matrices et systemes

3Kg de M;

4Kg de M
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Exemple introductif

Une entreprise fabrique trois produits P;, P, et P en utilisant trois matieres
premieres My, M, et M. Plus précisément, la production

» d'une unité de P; nécessite

2Kg de M, 1Kg de M, 3Kg de M;
» d'une unité de P, nécessite
8Kg de M, 4Kg de M, 4Kg de M3
» d'une unité de Pz nécessite
12Kg de M; 8Kg de M, 2Kg de M;
Notations :

» x; la quantité de P; produite, i =1,2,3
» y; la quantité de M; consommée, | = 1,2,3
Questions :

» Connaissant les quantités a produire x;, quelles sont les quantités de
ressources y; nécessaires ?

» Connaissant les stocks de ressources y; disponibles, peut-on trouver un
programme de production les épuisant ?
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Mise en équations

Production
» d'une unité de P; nécessite
2Kg de M, 1Kg de M,
» d'une unité de P, nécessite
8Kg de M; 4Kg de M,
» d'une unité de Pz nécessite
12Kg de M, 8Kg de M,

3Kg de M;
4Kg de Ms

2Kg de Ms

On écrit une équation par ressource et non par produit fini

» Equation pour la ressource My :

2x1 +8x + 12x3 = y1

» Equation pour la ressource M, :

x1+4x +8x3 = y»

» Equation pour la ressource M; :

3x1+4x +2x3 = y3

Arnaud Rousselle Matrices et systemes
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Résumés de cette modélisation

Systeme d'équations linéaires

2x1 +8x0 +12x3 =W

x1  +hxo +8x3 =y
3X1 —|—4X2 —|—2X3 =¥3
Ecriture matricielle AX = Y
Avec
2 8 12 X1 )1
A=1|1 4 8|, X=|x et Y=1|w
3 4 2 X3 ¥3
Remarque

> Sixi, xp et x3 sont connus, il est facile de trouver y1, y> et y3
> Siyy, yo et y3 sont connus, il est plus délicat xy, x; et x3
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Matrices

Définition
On appelle matrice de taille m x n un tableau de nombres réels constitué de m
lignes et n colonnes.

Notations
Q@ M, n(R) : I'ensemble des matrices de taille m x n

@ a;; : le coefficient situé sur la i€ ligne et dans la j¢ colonne de la matrice A

v

Définition

Soit A € Mp n(R).
Q@ Sim=1, A est appelée vecteur ligne.
@ Sin=1, A est appelée vecteur colonne.

@ Sim=n, A est appelée matrice carrée d’ordre n.
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Quelques matrices particulieres

Définition
On considére des matrices carrées.

@ D est dite diagonale si aj j = 0, pour tous i,j € {1,...,n} tels que i # j.
Si de plus, pour tout i € {1,...,n}, a;; =1, la matrice A est appelée
matrice identité d’ordre n et est notée |,.

@ U est dite triangulaire supérieure si a; j = 0, pour tous i,j € {1,..., n}
tels que i > j.

@ L est dite triangulaire inférieure si a; j = 0, pour tous i,j € {1,...,n}
tels que i < j.

g 0 - 0 1 0 --- 0 i e Ul
D= 0 s = 0 , U= 0
: 0 : . .0 : . " :
0 -+ 0 dnn o --- 0 1 0 <o 0 Unpn

’
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Calcul matriciel

Somme et différence

Soient A= (aij)1<jcmi1<j<ns B = (bij)icicmi<jcn € Mmn(R).
La somme A + B (resp. différence A — B) de A et de B est la matrice de taille
m x n dont les coefficients sont donnés par a; j + b;j (resp. a;j — bj ).

Exemple

Ona:

1 3 4\ (1 4 1y _ (141 344 441\ (2 7 5
2 5 6 2 4 2)7\2+2 5+4 6+2)  \4 9 8

et
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Calcul matriciel

Proposition
Q@ Associativité :
(A+B)+C=A+(B+ ()

On notera simplement cette somme A+ B + C.

@ Commutativité :
A+B=B+A

Q Elément neutre :
A+0p,,=0,,+A=A

ol 0, , désigne la matrice n x n ne contenant que des 0.
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Calcul matriciel

Transposition

Soit A= (3"J)1§i§m,1<J§n S Mm,n(R)-

On appelle transposée de A la matrice B = (bjj);<jcp1<j<m € Mnm(R) telle
que pour tous i, j, b j = a;j ;. Cette matrice est notée ‘A ou AT,

Exemple

La transposée de la matrice

est la matrice
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Calcul matriciel

Multiplication par un scalaire

Soient A = (aij)1<jcmi<jcn € Mmn(R) et a €R.
Le produit aA est la matrice de taille m x n dont les coefficients sont donnés par
Qaaj j.

Exemple

Ona:

1 4
7><(2 5>

Q (a+p)A=aA+BA;
Q@ a(A+B)=aA+aB.

7 28
14 35)°

Proposition
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Calcul matriciel

Multiplication matricielle

Soit A = (ai,j)1§i§m71§j§n € Mpmn(R) et B = (bi,j)1g;§n,1§j§p € Mn(R).
On appelle produit de A par B la matrice C = (¢ij);<icpmi<j<p € Mmp(R) dont
les coefficients sont donnés par : T B

Cette matrice est notée AB ou A x B.

Remarque

Pour que le produit AB soit défini, il est nécessaire que le nombre de colonnes de
la matrice de gauche soit égal au nombre de lignes de la matrice de droite.
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Calcul matriciel

Exemple

X=(1 2) e v:@)

-

Présentation pratique

X=(1 2) | (Ix3+2x4) =XV = (11)

(1 2)

3 3x1 3x2 3 6
=) | GXr a52) == 5)
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Calcul matriciel

Exemple

V.

Arnaud Rousselle
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Calcul matriciel

12 2 0 120
A_(s 4)’ B_(l 1> et C_<3 7 4)‘

ag— (1 2) (2 0)_(1x2+2x1 1x0+2x(-1))_ (4 -2
“\3 4)\1 —1) T Bx2+4x1 3x0+4x(-1)) 10 -4

Exemple

o
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Calcul matriciel

0 1 20
= ) G5 =G
2 1x242x1 1x0+2x(=1)\ (4 =2
1 3x2+44x1 3x044x(-1)) 10 —4
1 2x1+0x3 2x2+0x4 \ (2 4
3 4 Ix1+(-1)x3 1x2+(-1)x4) \-2 -2

AB + BA

Exemple

v
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Calcul matriciel

0 1 20
= ) G5 =G
2 1x242x1 1x0+2x(=1)\ (4 =2
1 3x2+44x1 3x044x(-1)) 10 —4
1 2x1+0x3 2x2+0x4 \ (2 4
3 4 Ix1+(-1)x3 1x2+(-1)x4) \-2 -2

AB + BA

Exemple

CB n'est pas défini mais le produit BC ['est et vaut :
2 0 1 20 2 4 0
sc-(F )G 79555

Arnaud Rousselle Matrices et systémes Année universitaire 2022-2023, S1 13 /24




Calcul matriciel

Proposition

© Le produit matriciel n’est pas commutatif, c'est-a-dire qu’en général
AB # BA.

@ Elément neutre du produit matriciel dans M, ,(R) : I,
Al, =1,A=A.
© Lorsque toutes les opérations sont définies, on a

(AB)C = A(BC) =: ABC

et
(A+ B)(C + D) = AC + AD + BC + BD
Notations
A= Ax - x A
N————
n fois
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Calcul matriciel

Définition
Soit A € Mp »(R) une matrice carrée.

Sous réserve d’existence, on appelle inverse de A la matrice B telle que
AB = BA = |,,. Si elle existe, cette matrice est notée A~ !,

Remarque

» |l suffit que I'une des identités AB = I, ou BA = |, soit vérifiée pour pouvoir
affirmer que B = A1

> Lorsque A~! existe, ceci permet d’écrire
AX =Y <= X =AY

et donc de répondre a la deuxiéme question de I'Exemple introductif.
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Calcul matriciel

Exemple

La matrice

admet pour inverse

En effet,

0 -G e -

La matrice

()

n'est, quant 3 elle, pas inversible. Ceci se vérifie par I'absurde.
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Résolution de systémes - un cas simple

Exemple
x1 +4x +6x3 =17
X2 +2x3 =4
X3 =1
Ligne 3 :
X3 = 1

En remontant I'information Ligne 2 :
Xo4+2x3=4&x+2x1=4&x=4-2x1=2
Puis avec la Ligne 3 :
x1+4x +6x3=17<x3 =17 —4x —b6x3 =17 —4x2—-6x1=3

Ainsi, la solution de ce systéme est x; =3, xp =2 et x3 =1
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Résolution de systeme - une idée

Transformer un systeme
en un systeme équivalent qui soit triangulaire avec des 1 sur la diagonale

Opérations autorisées (sur les lignes)

Q intervertion de deux lignes (L; < L;, i # j)

@ multiplication ou division d'une ligne par un réel non nul
(L,‘ — al;ou L; + L,‘/Oé)

© ajout du produit d'un réel et d'une ligne a une autre ligne
(L,‘ «— L; :|:(¥Lj, ] 75_1)

Remarque

> les opérations sur les lignes s’entendent sur I'intégralité de la ligne (membre
de droite y compris)

» seules les opérations ci-dessus doivent étre employées au risque de
transformer un systéme en un systéme qui ne lui est pas équivalent !

v
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Résolution de systéme - suivons I'idée : méthode de Gauss

Méthode de Gauss - Phase de réduction
Pour i variantde 1 a n:

Q Sia;; =0, réaliser L; <+ L; pour un j > i tel que a;; # 0
si pas possible, STOP ~~ le systeme n’admet pas une unique solution

QL+ 2L

© Pour j variant de i + 1 a n faire L; < Lj — aj ;L;

Méthode de Gauss - Phase de remontée

Affecter a x, la valeur b,.
Pour i descendantde n—1a1:

@ Remplacer Xxj41,...,X, par leurs valeurs déja trouvées dans L;.

@ Résoudre en x; I'équation du premier degré apparaissant dans la ligne L;.

Sortie : xi, ..., x, solution du systéme.
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Résolution de systeme - la méthode de Gauss en action

Reprenons le systeme de I'Exemple introductif en supposant disposer en stock de

34Kg de My, 19Kg de M, et 19Kg de Ms.

On doit donc résoudre le systeme d'écriture matricielle AX = Y avec :

2 8 12 X1 34
A=11 4 8|, X=|x et Y=119
3 4 2 X3 19

Présentation pratique : des tableaux

2 8 12 | 34
1 4 8 19
3 4 2 19
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Résolution de systeme - la méthode de Gauss en action

2 8 12 | 34
1 4 8 19
3 4 2 19
L %Ll
4 6 | 17
1 4 8|19
3 4 2|19
Ly <+ [,—1 =1l,—1;
L3+ [3—3
4 6 17
0 2 2
-8 —-16 | —32
L2<—>/_3

Arnaud Rousselle

NN O
N

4 6 | 17

Matrices et systemes

17
-32
2

X1 —|—4X2 —|—6X3
Xo +2x3
X3

Par remontée : x3 =1
Puis : xp =2
Puis : x; =3

Ainsi, la solution de
ce systéme est

3

X=12
1
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Résolution de systeme - la méthode de Gauss-Jordan

Idée : méme type de démarche mais on veut avoir a la fin
> |'identité a gauche

» |a solution a droite

Méthode de Gauss-Jordan

Pour i variant de 1 a n :
Q Sia;; =0, réaliser L; <+ L; pour un j > i tel que a;; # 0
si pas possible, STOP ~~ le systeme n’admet pas une unique solution
Q Li+ ;-1
© Pour j # i faire L; < Lj — aj;L;
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Résolution de systeme - la méthode de Gauss-Jordan en action

2 8 12 | 34
1 4 8 19
3 4 2 19
L %Ll
4 6 | 17
1 4 8|19
3 4 2|19
Ly < [, —
L3 — L3 -3
4 6 17
0 2 2
-8 —-16 | —32

L2<—>/_3

Arnaud Rousselle

1 4 6 17
0 -8 -—16 | —32

L2<—7%L2
4 6 | 17
2 4
2 2
L+ Ly —4
-2 |1
2 4
2 2
L3<—%

Matrices et systemes

-2 |1
2 | 4
1
Ll — L]_—(—2) =
Li+2
L2 — L2 -2
3
2
1
Solution :
3
X=12
1
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Méthode de Gauss-Jordan pour l'inversion de matrices

Méme démarche en partant de A|/, et en terminant avec /,|A~!

e
2 8 121 0 0 1 4 6 3 04 10 —2|-3 0 3
1 4 8010 o -8 -16 | -2 01 o1 2 |2 o -1
34 2[00 1 oo 2 |- f1d o0 1|1 o
L+ i Ly 1L, Ly« Ly +2L3
1 L2<7L272L3
1 4 6 2 0 0 1 4 6 1 0 0 3 1
1 4 38 0 1 0 0 1 2 i o -1 1 00 a2 1 2
16 8 1 _ _1
3 4 2 0 0 1 0O 0 2 1 1 0 0 1.0 16 1 8
Ly Lr—L o 0015 3 0
22— Ly + Ly —4L
L3+ L3 — 3L re TR Ainsi,
1 1
10 -2 | —12 2
L 4 6 | 5 O 01 2 | 3 1 -2 1
0o 0 2 |-f1 00 2 | SloAat= o 2L
0 -8 -16 — 0 2 1 % 0
1
L2(—>L3 L3<—§L3
34 -2 1 3 34 3
AX=| 19 | = Xx=A"1ly = e 19 | =|( 2
1 1
19 -1 1 0 19 1
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