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Corrigé du Controéle Continu n° 3

Question de cours :
Soit u, v deux fonctions dérivables. Donner l'expression des dérivées de — et exp(u).
v

1. Si f(z) = % et u et v sont dérivables en x avec v(x) # 0, on a :

u'(z)v(x) — u(x)v’(x)

f (LB) = v(x)g

2. Si g(x) = exp(u(z)) et u est dérivable en x, on a :

g'(x) = u'(x) exp(u()).

Exercice 1 :

Une entreprise spécialisée dans la construction de bateaux de plaisance, fabrique 3 types de coques C, Co, C3
a partir de 3 matieres premieres, qui sont ’aluminium Rj, la fibre de carbone Rj, l'acier R3. La fabrication :

— d’une coque de type C; consomme 50 Kg de R;, 20 Kg de Ry, 1000 Kg de Rs,

— d’une coque de type Cy consomme 60 Kg de R, 30 Kg de Rs, 1000 Kg de Rs,

— d’une coque de type C'5 consomme 40 Kg de R;, 50 Kg de Rs, 500 Kg de R3.

On désigne un programme de production, et un vecteur de ressources consommeées respectivement par

Mo U1
X=|a2| et Y =[1y
T3 Ys

1. Ecrire une relation matricielle liant X et Y.

2. Vérifier que l'inverse de la matrice mise en évidence dans 1 est :

-7 L 9
50 25 1250
4 _3 __17
25 50 2500
-1 1 3
25 25 2500

3. Sachant que 'entreprise dispose d’un stock de ressources Y = (2100 2000 35000)T, déterminer, s’il existe,
le programme de production X qui épuise exactement ce stock de ressources. Commenter.

1. On écrit pour chaque matiere premiere (Ry, Rs, R3), ’équation donnant la quantité consommée par la
fabrication de x; coques C1, x5 coques Cy et x3 coques C3. On obtient :
— pour Ry : 50x1 4+ 602 + 4023 = y1,
— pour Ry : 2021 + 30x + 5023 = yo,
— pour R3 : 10001 4+ 100022 4+ 50023 = y3.
Pour résumer, on obtient le systeme :

50z1 + 6029 + 4023 = 11
20z1 + 3022 + 5023 = Yo
1000x; + 1000z2 + 500x3 = y3

qui 8’écrit matriciellement sous la forme AX =Y avec :

50 60 40
20 30 50
1000 1000 500



2. Il suffit de remarquer que

L9
50 25 1250
50 60 40 100
20 30 50 % - —aLl=(0 10
1000 1000 500 00 1
1 1 3
25 25 2500

pour justifier que A est inversible et que son inverse est la matrice annoncée.

3. Pour qu’un tel programme de production existe, il faut (et suffit) que le systéme représenté par

2100
AX = | 2000
35000

admette une solution a valeurs dans N. Or, A étant inversible I’équation précédente est équivalente a :

2100 38

X=A"1[2000 | =[-22

35000 38

On aurait donc zo = —22 < 0, ce qui est impossible. Un tel programme de construction n’existe donc pas.
Exercice 2
Résoudre dans R? le systéme :

r+y=10
(8) { 27 —5Y =0

Rappelons que pour a > 0, a® = exp(zIn(a)). Ainsi, le systéme (S) est bien défini sur R2.
On a:

z+y=10 T4y = 10
22 —-5Y=0 exp(zIn(2)) — exp(yIn(5)) =0
ol ® +y= 10
exp(zIn(2)) = exp(y In(5))
z+y=10
‘l’{ zIn(2) = y1n(5))
z+y=10
< In(2)
Y= 1@ 7
» { T+ e =10
— In(2)
Y=t 7
z(1+ 22y — 19
A { 1n(12)(5)
Y= 17
_ 10 __ _10In(5)
_;'_111(2) ~ In(5)+In(2)
< _In(2) 10 _ _10In(2)
T ) 4B T W) )

On vient de déterminer I'unique solution de ce systeme.
Exercice 3 : Soit f définie par :
22% — 22+ 9
r) = —Y——-
flay = 22

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Calculer la dérivée de f.

1. La fonction f est bien définie si, et seulement si, #2 — 1 # 0, c-a-d = # +1. Ainsi, Dy = R\ {-1,1}.



2.

Remarquons que f s’écrit sous la forme

fl@) = wz) avec u(z) = 22° — 2z + 9 et v(x) = 2% — 1.
v(w)
En appliquant la formule de dérivation d’un quotient, on obtient, que pour x # +1 :
, o (z)v(z) —u(z)'(z) (622 —2)(z2 - 1) — (223 — 22+ 9) x 2z
v(z) (z? — 1)
204 — 42% — 18z + 2
@1

Exercice 4 : (6 points)
Une entreprise fabrique un seul produit vendu 50€ D'unité. Les frais fixes de 'entreprise s’élevent a 1200€ par
jour. On note = le nombre d’unités produites quotidiennement. Le cott de la production de x unités en une journée

est :

or e LN

5.

50
T+ 310y~ @)

Exprimer en fonction de la quantité produite z > 0, le bénéfice quotidien de l’entreprise. On notera f(x)
cette quantité.

Calculer la dérivée de la fonction f mise en évidence dans 1..

Résoudre I’équation f'(z) = 0.

Dresser le tableau de variation de f.

En déduire le nombre d’unités que doit produire, chaque jour, I’entreprise pour maximiser son bénéfice
quotidien.

Le bénéfice quotidien de l’entreprise produisant (et vendant) x > 0 unités ce compose du montant des
ventes 502€ auquel on retranche les frais fixes quotidiens 1200€ et le coiit de la production des x unités
H?’El’ig(w)xln(x). Ce bénéfice s’exprime donc comme :

f(x) =50z — 1200 — xIn(z) x> 0.

_ %0
1+ 31n(10)

. En utilisant les formules habituelles de dérivation (en particulier celle d’'un produit), on obtient que pour

z>0:
50 50

/ _ 1 =
f(x)_50_1+3h1(10)<1n($)+x1’> —50—m

On a pour z > 0 :

(In(z) + 1).

50
1+ 31n(10)

(In(z) +1) =1

() =0<+= 50— (In(z)+1)=0
7 14 3I(10)
< In(z) + 1 =14 31In(10) = 1 + In(1000)
<= z = 1000.

Le tableau de variations de f prend donc la forme suivante.

T 0 1000 00
f'(x) + 0 -
£(1000)
! - \
—~1200 —00

On déduit du tableau de variations précédent que le nombre d’unités que doit produire, chaque jour, ’entre-
prise pour maximiser son bénéfice quotidien est 1000.



